õäë 510.52

æÉÎÉÔÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ É ÌÏÇÉËÁ ÓÌÁÂÏÇÏ ÚÁËÏÎÁ ÉÓËÌÀÞ-ÅÎÎÏÇÏ ÔÒÅÔØÅÇÏ

á. œ. þÅÒÎÏŒ^1

éÄÅÑ ëÏÌÍÏÇÏÒÏŒÁ ÉÚ [1] ÏÂ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ ÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÓŒÑÚÏË ËÁË ÏÐÅÒÁÃÉÊ ÎÁÄ ÚÁÄÁÞÁÍÉ ÎÅÏÄÎÏËÒÁÔÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÌÁÓØ ÒÁÚÎÙÍÉ ÉÓÓÌÅ- ÄÏŒÁÔÅÌÑÍÉ ÄÌÑ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÓÅÍÁÎÔÉËÉ ÓÕÐÅÒÉÎÔÕÉÃÉÏÎÉÓÔÓËÉÈ ÌÏÇÉË. œ [2] ÂÙÌÏ ÎÁÞÁÔÏ ÉÚÕÞÅÎÉÅ ÐÏÄÈÏÄÁ, ÏÓÎÏŒÁÎÎÏÇÏ ÎÁ ÉÄÅÑÈ ÔÅÏÒÉÉ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ. œ ÜÔÏÊ ÓÔÁÔØÅ, Á ÔÁËÖÅ Œ [3] ÉÚÕÞÁÌÁÓØ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÑ, ÂÌÉÚËÁÑ Ë ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÏÓÔÉ ÐÏ ëÌÉÎÉ: ÐÏÄ ÚÁÄÁÞÁÍÉ ÐÏÎÉÍÁÌÉÓØ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÁ ËÏÎÓÔÒÕËÔÉŒÎÙÈ ÏÂSSÅËÔÏŒ (ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ É ÄŒÏÉÞÎÙÈ ÓÌÏŒ), Á Œ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÏÐÅÒÁÃÉÊ ÕÞÁÓÔŒÏŒÁÌÉ ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ. âÙÌÏ ÐÏÌÕÞÅÎÏ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÌÏÇÉËÉ ÓÌÁÂÏÇÏ ÚÁËÏÎÁ ÉÓËÌÀÞ-ÅÎÎÏÇÏ ÔÒÅÔØÅÇÏ ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÆÏÒÍÕÌ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÓÔÁŒÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ŒÓÅÇÄÁ ÉÍÅÅÔ "ÐÒÏ- ÓÔÏÅ\ ÒÅÛÅÎÉÅ.

îÁÓÔÏÑÝÁÑ ÒÁÂÏÔÁ ÐÏÓŒÑÝÅÎÁ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉŒÎÏÊ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ, ÏÓ- ÎÏŒÁÎÎÏÊ ÎÁ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÉÉ ÆÉÎÉÔÎÙÈ ÚÁÄÁÞ. üÔÏ ÐÏÎÑÔÉÅ ÂÙÌÏ ŒÐÅÒ- ŒÙÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÏ íÅÄŒÅÄÅŒÙÍ Œ ÓÔÁÔØÑÈ [4] É [5]. œÍÅÓÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ËÏÎÓÔÒÕËÔÉŒÎÙÈ ÏÂSSÅËÔÏŒ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÀÔÓÑ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÎÅËÏÔÏ- ÒÙÈ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ, ÎÏ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÙÈ (ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÐÒÏÐÏÚÉÃÉÏÎÁÌØ- ÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ) ËÏÎÅÞÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÄÌÑ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ ÉÍÐÌÉËÁÃÉÉ ŒÍÅÓÔÏ ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÞÁÓÔÉÞÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ (ÚÁÄÁÎÎÙÈ ÐÒÏ- ÇÒÁÍÍÁÍÉ) ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔÓÑ ŒÓÀÄÕ ÏÐÒÅÄÅÌ-ÅÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÈ (ÚÁÄÁÎÎÙÅ ÔÁÂÌÉÞÎÏ). ðÏÜÔÏÍÕ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÎÁÚŒÁÔØ ÐÏÄ- ÈÏÄ, ÓŒÑÚÁÎÎÙÊ Ó ÆÉÎÉÔÎÙÍÉ ÚÁÄÁÞÁÍÉ, ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÍ, Œ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÏÄÈÏÄÁ, ÓŒÑÚÁÎÎÏÇÏ Ó ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÏÓÔØÀ.

œ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÓÔÁÔØÅ ÉÚÌÁÇÁÀÔÓÑ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ Ï ÆÉÎÉÔÎÙÈ ÚÁÄÁÞÁÈ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÍ Œ [3] ÄÌÑ ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÏÓÔÉ: ÆÏÒÍÕÌÙ, ÄÌÑ ËÏ- ÔÏÒÙÈ ÒÅÛÅÎÉÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ ŒÓÅÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ Œ ÎÅËÏ- ÔÏÒÏÊ ÚÁÒÁÎÅÅ ŒÙÂÒÁÎÎÏÊ ÎÅÂÏÌØÛÏÊ ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔÉ, ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÌÏÇÉËÕ ÓÌÁÂÏÇÏ ÚÁËÏÎÁ ÉÓËÌÀÞ-ÅÎÎÏÇÏ ÔÒÅÔØÅÇÏ.

1òÁÂÏÔÁ ŒÙÐÏÌÎÅÎÁ ÐÒÉ ÞÁÓÔÉÞÎÏÊ ÆÉÎÁÎÓÏŒÏÊ ÐÏÄÄÅÒÖËÅ ÇÒÁÎÔÏŒ òææé Ć 03-01-00475, 02-01-22001 îãîé(a), ÇÒÁÎÔÁ îû-358.2003.1 óÏŒÅÔÁ ÐÏÄÄÅÒÖËÉ ŒÅÄÕÝÉÈ ÎÁÕÞÎÙÈ ÛËÏÌ ÐÒÉ ÐÒÅ- ÚÉÄÅÎÔÅ òæ É ÇÒÁÎÔÁ SNF 200020-100259/1 (Juergen Schmidhuber, IDSIA).

ðÅÒÅÊÄ-ÅÍ Ë ÔÏÞÎÙÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑÍ.

æÉÎÉÔÎÏÊ ÚÁÄÁÞÅÊ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÁÒÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ⟨F; X⟩, ÇÄÅ F | ÐÒÏ- ÉÚŒÏÌØÎÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÎÅÐÕÓÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, Á X | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ F (ŒÏÚÍÏÖÎÏ, ÐÕÓÔÏÅ ÉÌÉ ÓÏŒÐÁÄÁÀÝÅÅ ÓÏ ŒÓÅÍ F ). íÎÏÖÅÓÔŒÏ F ÂÕÄÅÔ ÄÁÌÅÅ ÎÁÚÙŒÁÔØÓÑ ÔÉÐÏÍ ÚÁÄÁÞÉ, Á X | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ Å-Å ÒÅÛÅ- ÎÉÊ. äÌÑ ÆÉÎÉÔÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ A Å-Å ÔÉÐ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ’[A], Á ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ ÒÅÛÅÎÉÊ | ÞÅÒÅÚ ffl[A].

ðÕÓÔØ A_1 = ⟨F_1; X_1⟩ É A_2 = ⟨F_2; X_2⟩ | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ ÆÉÎÉÔÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÎÁÄ ÆÉÎÉÔÎÙÍÉ ÚÁÄÁÞÁÍÉ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕ- ÀÝÉÅ ÌÏÇÉÞÅÓËÉÍ ÓŒÑÚËÁÍ.

A_1 ∧ A_2 = ⟨F_1 × F_2; X_1 × X_2⟩ ; A_1 ∨ A_2 = ⟨F_1 ⊔ F_2; X_1 ⊔ X_2⟩ ;

A_1 → A_2 = ⟨F^{F1}_2 ; {f ∈ F^{F1}_2 | ∀x (x ∈ X_1 ⇒ f(x) ∈ X_2)}⟩ ;

⊥ = ⟨{0}; ∅⟩ ; ¬A_1 = A_1 → ⊥ :

úÄÅÓØ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ X É Y ÞÅÒÅÚ X ⊔ Y ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÏ ÉÈ ÄÉÚSSÀÎËÔÎÏÅ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ({0} × X) ∪ ({1} × Y ), Á ÞÅÒÅÚ Y^X | ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ ÆÕÎËÃÉÊ ÉÚ X Œ Y .

äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÐÒÏÐÏÚÉÃÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ^(t_1; : : : ;t_k) É ÌÀÂÙÈ ÆÉ- ÎÉÔÎÙÈ ÚÁÄÁÞ A_1; : : : ;A_k ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ÆÏÒÍÕÌÙ ÏÐÒÅÄÅ- ÌÑÅÔÓÑ ÆÉÎÉÔÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ^(A_1; : : : ;A_k).

ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÔÉÐ ÆÉÎÉÔÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ^(A_1; : : : ;A_k) ÚÁŒÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÔÉÐÏŒ ÆÉÎÉÔÎÙÈ ÚÁÄÁÞ A_1; : : : ;A_k, ÐÏÜÔÏÍÕ ÕÄÏÂÎÏ ŒŒÅÓÔÉ ÔÁËÖÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÕÀ ÆÏÒÍÕÌÅ ^ ÏÐÅÒÁÃÉÀ ÎÁÄ ÔÉÐÁÍÉ ’[^] ÓÏ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ ’[^](’[A_1]; : : : ; ’[A_k]) = ’[^(A_1; : : : ;A_k)].

ðÒÅÖÄÅ ÞÅÍ ÄŒÉÇÁÔØÓÑ ÄÁÌØÛÅ, ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÁÛÉÈ ÃÅÌÅÊ ÂÅÚ- ÒÁÚÌÉÞÎÁ ÐÒÉÒÏÄÁ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÓÔÏÑÔ ÔÉÐÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ- ŒÁÅÍÙÈ ÆÉÎÉÔÎÙÈ ÚÁÄÁÞ, Á ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÁ ÌÉÛØ ÍÏÝÎÏÓÔØ ÜÔÉÈ ÔÉÐÏŒ. ðÒÉŒÅÄ-ÅÍ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÕ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ, ÎÅÓÌÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÍÏÇÏ ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÂÁÚÉÒÕÅÔÓÑ ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØ ÐÏÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÅÎÉÊ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1. ðÕÓÔØ F_1; : : : ;F_k | ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÎÅÐÕÓÔÙÅ ËÏÎÅÞÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ. ðÕÓÔØ F^′_1; : : : ;F^′_k | ÒÁŒÎÏÍÏÝÎÙÅ ÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ, É ÆÕÎË- ÃÉÉ ¸_1; : : : ;¸_k ÏÓÕÝÅÓÔŒÌÑÀÔ ÂÉÅËÃÉÀ F_i ÎÁ F^′_i. ôÏÇÄÁ ÐÏ ÌÀÂÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ ^(t_1; : : : ;t_k) ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÂÉÅËÔÉŒÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ¸, ËÏÔÏÒÁÑ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÁÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ’[^](F_1; : : : ;F_k) ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ’[^](F^′_1; : : : ;F^′_k)

É ÉÍÅÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ. åÓÌÉ X_1; : : : ;X_k | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ ÐÏÄ- ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ F_1; : : : ;F_k, É ÆÕÎËÃÉÉ ¸_1; : : : ;¸_k ÏÔÏ- ÂÒÁÖÁÀÔ ÉÈ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ X^′_1; : : : ;X^′_k | ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ F^′_1; : : : ;F^′_k, ÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ ¸ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ffl[^(⟨F_1; X_1⟩; : : : ; ⟨F_k; X_k⟩)] ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ffl[^(⟨F^′_1; X^′_1⟩; : : : ; ⟨F^′_k; X^′_k⟩)].

óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ, ÔÁËÖÅ ÌÅÇËÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÍÏÅ ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ, ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ Œ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÏÔÒÉÃÁÎÉÑ (ÔÏÞÎÅÅ, ËÏÎÓÔÁÎ- ÔÙ ⊥) ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ {0} ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÌÀÂÙÍ ÄÒÕÇÉÍ ÎÅÐÕÓÔÙÍ ËÏ- ÎÅÞÎÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ. (äÌÑ ÄÉÚSSÀÎËÃÉÉ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅ- ÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÐÏ ÁÎÁÌÏÇÉÉ.)

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2. ðÕÓÔØ G_1 É G_2 | ÎÅÐÕÓÔÙÅ ËÏÎÅÞÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ. äÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ^(t_1; : : : ;t_k) É ÆÉÎÉÔÎÙÈ ÚÁÄÁÞ A_1; : : : ;A_k ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ^^{(1)}(A_1; : : : ;A_k) ÆÉÎÉÔÎÕÀ ÚÁÄÁÞÕ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÕÀ Œ ÒÅÚÕÌØ- ÔÁÔÅ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÉ ŒÍÅÓÔÏ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ ⊥ ÚÁÄÁÞÉ ⟨G_1;∅⟩, Á ŒÍÅÓÔÏ ÐÅ- ÒÅÍÅÎÎÙÈ | ÚÁÄÁÞ A_1; : : : ;A_k. ôÁË ÖÅ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ^^{(2)}(A_1; : : : ;A_k) ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÉ ŒÍÅÓÔÏ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ ⊥ ÚÁÄÁÞÉ ⟨G_2; ∅⟩. áÎÁ- ÌÏÇÉÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÎÁÄ ÔÉÐÁÍÉ ’[^^{(1)}] É ’[^^{(2)}].

äÌÑ ÌÀÂÙÈ ÎÅÐÕÓÔÙÈ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ G_1 É G_2, ÌÀÂÏÊ ÆÏÒÍÕ- ÌÙ ^(t_1; : : : ;t_k) É ÌÀÂÙÈ ÔÉÐÏŒ F_1; : : : ;F_k ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÑ ¸, ËÏÔÏ- ÒÁÑ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ ’[^^{(1)}](F_1; : : : ;F_k) Œ ’[^^{(2)}](F_1; : : : ;F_k), É ÆÕÎËÃÉÑ ˛, ËÏÔÏÒÁÑ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ ’[^^{(2)}](F_1; : : : ;F_k) Œ ’[^^{(1)}](F_1; : : : ;F_k), ÓÏ ÓŒÏÊ- ÓÔŒÁÍÉ: ÅÓÌÉ X_1 ⊆ F_1; : : : ; X_k ⊆ F_k, ÔÏ ∀x ( x ∈ ffl[^^{(1)}(⟨F_1; X_1⟩; : : : ; ⟨F_k; X_k⟩)] ⇒ ⇒ ¸(x) ∈ ffl[^^{(2)}(⟨F_1; X_1⟩; : : : ; ⟨F_k; X_k⟩)] ) ; ∀x ( x ∈ ffl[^^{(2)}(⟨F_1; X_1⟩; : : : ; ⟨F_k; X_k⟩)] ⇒ ⇒ ˛(x) ∈ ffl[^^{(1)}(⟨F_1; X_1⟩; : : : ; ⟨F_k; X_k⟩)] ) : ðÅÒÅÊÄ-ÅÍ ÔÅÐÅÒØ Ë ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÀ ÆÉÎÉÔÎÙÈ ÚÁÄÁÞ ÄÌÑ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÓÅ- ÍÁÎÔÉËÉ ÐÒÏÐÏÚÉÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÆÏÒÍÕÌ.

ìÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ^(t_1; : : : ;t_k) É ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ ÆÉÎÉÔÎÙÈ ÚÁÄÁÞ A_1; : : : ;A_k ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ffl[^(A_1; : : : ;A_k)] ÎÅÐÕÓÔÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ^ ÉÓÔÉÎÎÁ ÎÁ ÎÁÂÏÒÅ ÉÓÔÉÎÎÏÓÔÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ b_1; : : : ;b_k, Œ ËÏÔÏÒÏÍ b_i ÉÓÔÉÎÎÏ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ffl[A_i] ÎÅÐÕÓÔÏ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÆÏÒÍÕÌ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÓÔÁŒÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ŒÓÅÇÄÁ ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ, ÏÂÒÁÚÕÅÔ ËÌÁÓÓÉÞÅ- ÓËÕÀ ÌÏÇÉËÕ ŒÙÓËÁÚÙŒÁÎÉÊ (ÓÒ. ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1 Œ [3]).

íÅÄŒÅÄÅŒ Œ ÒÁÂÏÔÁÈ [4] É [5] ŒŒ-ÅÌ É ÉÓÓÌÅÄÏŒÁÌ ÐÏÎÑÔÉÅ ÆÉÎÉÔÎÏÊ ÏÂÝÅÚÎÁÞÉÍÏÓÔÉ, ËÏÔÏÒÏÅ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÁÎÁÌÏÇÏÍ ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÏ- ÓÔÉ ÄÌÑ ÆÉÎÉÔÎÙÈ ÚÁÄÁÞ.

æÏÒÍÕÌÁ ^(t_1; : : : ;t_k) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÉÎÉÔÎÏ ÏÂÝÅÚÎÁÞÉÍÏÊ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÔÉÐÏŒ F_1; : : : ;F_k ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ x ∈ ’[^](F_1; : : : ;F_k), ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ X_1; : : : ;X_k

X_1 ⊆ F_1; : : : ; X_k ⊆ F_k ⇒ x ∈ ffl[^(⟨F_1; X_1⟩; : : : ; ⟨F_k; X_k⟩)] :

óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÆÉÎÉÔÎÏ ÏÂÝÅÚÎÁÞÉÍÙÈ ÆÏÒÍÕÌ ÂÙÌÉ ÕÓÔÁ- ÎÏŒÌÅÎÙ íÅÄŒÅÄÅŒÙÍ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3. åÓÌÉ ÆÏÒÍÕÌÁ ^ ŒÙŒÏÄÉÍÁ Œ ÉÎÔÕÉÃÉÏÎÉÓÔÓËÏÍ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÉ ŒÙÓËÁÚÙŒÁÎÉÊ, ÔÏ ÏÎÁ ÆÉÎÉÔÎÏ ÏÂÝÅÚÎÁÞÉÍÁ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4. åÓÌÉ ÆÏÒÍÕÌÁ ^ ÐÏÚÉÔÉŒÎÁ, ÔÏ ÅÓÔØ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÏÔÒÉÃÁÎÉÑ É ËÏÎÓÔÁÎÔÙ ⊥, É ÆÉÎÉÔÎÏ ÏÂÝÅÚÎÁÞÉÍÁ, ÔÏ ÏÎÁ ŒÙŒÏ- ÄÉÍÁ Œ ÉÎÔÕÉÃÉÏÎÉÓÔÓËÏÍ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÉ ŒÙÓËÁÚÙŒÁÎÉÊ.

ìÏÇÉËÁ ŒÓÅÈ (Á ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÐÏÚÉÔÉŒÎÙÈ) ÆÉÎÉÔÎÏ ÏÂÝÅÚÎÁÞÉÍÙÈ ÆÏÒÍÕÌ Ó ÓÉÎÔÁËÓÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÕÓÔÒÏÅÎÁ ÓÌÏÖÎÏ. ïÎÁ ÏÔÌÉ- ÞÁÅÔÓÑ ËÁË ÏÔ ÉÎÔÕÉÃÉÏÎÉÓÔÓËÏÊ ÌÏÇÉËÉ, ÔÁË É ÏÔ ÌÏÇÉËÉ ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÏ- ÓÔÉ (ÜÔÏ ÏÔÍÅÔÉÌ ðÌÉÓËÏ Œ [6]). œ [7] ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÌÏÇÉËÁ ÆÉÎÉÔÎÏ ÏÂÝÅÚÎÁÞÉÍÙÈ ÆÏÒÍÕÌ ÎÅ ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÁËÓÉÏÍÁÔÉÚÁÃÉÉ.

ôÅÐÅÒØ ŒŒÅÄ-ÅÍ ÎÏŒÏÅ ÐÏÎÑÔÉÅ, ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÕÀÝÅÅ ÆÉÎÉÔÎÕÀ ÚÁÄÁÞÕ. äÌÑ ÆÏÒÍÕÌÙ ^(t_1; : : : ;t_k) É ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ ÔÉÐÏŒ F_1; : : : ;F_k ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÏ X ⊆ ’[^](F_1; : : : ;F_k) ÎÁÚÏŒ-ÅÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÒÅÛÅ- ÎÉÊ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ X_1; : : : ;X_k

X_1 ⊆ F_1; : : : ; X_k ⊆ F_k ⇒ X ∩ ffl[^(⟨F_1; X_1⟩; : : : ; ⟨F_k; X_k⟩)] ≠ ∅ :

ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÒÅÛÅÎÉÊ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ÔÁŒÔÏÌÏÇÉÅÊ.

éÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 1 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ^(t_1; : : : ;t_k) ÏÔŒÅÔ ÎÁ ŒÏÐÒÏÓ Ï ÔÏÍ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÒÅ- ÛÅÎÉÊ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÍÏÝÎÏÓÔÉ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÍÏÝÎÏÓÔÑÍÉ ÔÉÐÏŒ F_1; : : : ;F_k. ðÏÜÔÏÍÕ ËÏÒÒÅËÔÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÐÏÓÔÁÎÏŒËÁ ÐÒÏÂÌÅÍÙ: ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ŒÙÑÓÎÉÔØ, ËÁË ÍÉÎÉÍÁÌØÎÁÑ ÍÏÝÎÏÓÔØ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÒÅÛÅÎÉÊ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÍÏÝÎÏÓÔÅÊ ÔÉÐÏŒ ÐÏÄÓÔÁŒÌÑÅÍÙÈ ÚÁ- ÄÁÞ. (ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2 ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÔŒÅÔ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÐÒÏÉÚŒÏÌÁ Œ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÏÔÒÉÃÁÎÉÑ.)

ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÆÉÎÉÔÎÏ ÏÂÝÅÚÎÁÞÉÍÙ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÔÅ ÆÏÒÍÕÌÙ, Õ ËÏÔÏ- ÒÙÈ ÅÓÔØ ÏÄÎÏÜÌÅÍÅÎÔÎÏÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÒÅÛÅÎÉÊ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÔÉÐÏŒ F_1; : : : ;F_k. äÌÑ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÇÏ ÐÏÌÅÚÎÏ ÏÔÍÅÔÉÔØ ÅÝ-Å ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÏÞÅŒÉÄÎÙÊ ÆÁËÔ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5. ðÕÓÔØ ŒÓÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÄÒÕÇÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ËÒÏÍÅ t_1; : : : ;t_k. ðÕÓÔØ ÄÌÑ ÔÉÐÏŒ F_1; : : : ;F_k ÆÏÒÍÕ- ÌÁ ¯ → ^ ÉÍÅÅÔ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÒÅÛÅÎÉÊ ÍÏÝÎÏÓÔÉ M_1, Á ÆÏÒÍÕÌÁ ¯ | ÍÏÝÎÏÓÔÉ M_2. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÔÉÐÏŒ F_1; : : : ;F_k ÆÏÒÍÕ- ÌÁ ^ ÉÍÅÅÔ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÒÅÛÅÎÉÊ ÍÏÝÎÏÓÔÉ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ M_1 · M_2.

éÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ÆÏÒÍÕÌÙ ÌÅÇËÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÔÁËÖÅ ÓÌÅÄÕ- ÀÝÅÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 6. ðÕÓÔØ ÆÏÒÍÕÌÁ ^ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÄÒÕÇÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ËÒÏÍÅ t_1; : : : ;t_k. äÌÑ ÌÀÂÙÈ ÔÉÐÏŒ F_1; : : : ;F_k ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ X ÍÏÝÎÏÓÔÉ ÎÅ ÂÏÌÅÅ (|F_1| + 1) · : : :· (|F_k| + 1), ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÔÁËÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ X_1; : : : ;X_k, ÞÔÏ X_1 ⊆ F_1, : : :, X_k ⊆ F_k, ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ

ffl[^(⟨F_1; X_1⟩; : : : ; ⟨F_k; X_k⟩)] ≠ ∅ ⇒ ⇒ X ∩ ffl[^(⟨F_1; X_1⟩; : : : ; ⟨F_k; X_k⟩)] ≠ ∅ :

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ËÌÁÓÓ ÆÏÒÍÕÌ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ŒÓÅÇÄÁ ÅÓÔØ "ÎÅ- ÂÏÌØÛÏÅ\ (ÈÏÔÑ ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÏÄÎÏÜÌÅÍÅÎÔÎÏÅ) ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÏ ÒÅÛÅÎÉÊ. ôÅÏÒÅÍÁ 1 ÄÁ-ÅÔ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ ÆÏÒÍÕÌ ÐÒÉ ÍÎÏ- ÇÉÈ ŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÕÔÏÞÎÅÎÉÑÈ ÓÌÏŒÁ "ÎÅÂÏÌØÛÏÅ\.

þÅÒÅÚ J ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÌÏÇÉËÕ ÓÌÁÂÏÇÏ ÚÁËÏÎÁ ÉÓËÌÀÞ-ÅÎÎÏÇÏ ÔÒÅÔØÅÇÏ. üÔÁ ÌÏÇÉËÁ ÐÏÌÕÞÁÅÔ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÄÏÂÁŒÌÅÎÉÅÍ ÁËÓÉÏÍÙ (¬t ∨ ¬¬t) Ë ÉÎÔÕÉÃÉÏÎÉÓÔÓËÏÍÕ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÀ ŒÙÓËÁÚÙŒÁÎÉÊ.

ôÅÏÒÅÍÁ 1. ðÕÓÔØ ÆÏÒÍÕÌÁ ^(t_1; : : : ;t_k) ŒÙŒÏÄÉÍÁ Œ J. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÔÉÐÏŒ F_1; : : : ;F_k ÎÁÊÄ-ÅÔÓÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÒÅÛÅÎÉÊ ÍÏÝÎÏÓÔÉ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 2^k.

ðÕÓÔØ ÆÏÒÍÕÌÁ ^(t_1; : : : ;t_k) ÎÅŒÙŒÏÄÉÍÁ Œ J. ôÏÇÄÁ ÎÁÊÄ-ÅÔÓÑ ÔÁ- ËÏÅ m, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ N ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÔÉÐÙ F_1; : : : ;F_k, ÞÔÏ ÉÈ ÍÏÝÎÏÓÔÉ ÎÅ ÐÒÅŒÙÛÁÀÔ (4mN)^m É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X ⊆ ’[^](F_1; : : : ;F_k) ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ: ÅÓÌÉ ÐÒÉ ÌÀÂÙÈ X_1; : : : ;X_k

∀i (X_i ⊆ F_i & |X_i| ⩽ 4^m) ⇒ X ∩ ffl [ ^(⟨F_1; X_1⟩; : : : ; ⟨F_k; X_k⟩) ] ≠ ∅ ; ÔÏ |X| ⩾ N :

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ëÁË ÍÏÖÎÏ ŒÙŒÅÓÔÉ ÉÚ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏŒ ÓÔÁÔØÉ [8], ÆÏÒ- ÍÕÌÁ ^(t_1; : : : ;t_k) ŒÙŒÏÄÉÍÁ Œ ÌÏÇÉËÅ J ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÉÎÔÕÉÃÉÏÎÉÓÔÓËÉ ŒÙŒÏÄÉÍÁ ÆÏÒÍÕÌÁ

⋀_k

i=1(¬t_i ∨ ¬¬t_i) → ^(t_1; : : : ;t_k).

ðÏÜÔÏÍÕ Œ ÓÉÌÕ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÊ 3 É 5 ÐÅÒŒÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÄÏ- ÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÆÏÒÍÕÌÙ

⋀_k

i=1(¬t_i ∨ ¬¬t_i).

ðÕÓÔØ A = ⟨F; X⟩ | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÆÉÎÉÔÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ. åÓÌÉ X = ∅, ÔÏ ¬A = ⟨{0}^F ; {0}^F ⟩, Á ÅÓÌÉ X ≠ ∅, ÔÏ ¬¬A = ⟨{0}^{{0}F} ; {0}^{{0}F} ⟩. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ÆÏÒÍÕÌÙ ¬t ∨ ¬¬t É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÔÉÐÁ F ÄŒÕÈÜÌÅÍÅÎÔ- ÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ffl[¬⟨F; ∅⟩ ∨ ¬¬⟨F; F ⟩] ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÍ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÏÍ ÒÅÛÅÎÉÊ. ëÏÎSSÀÎËÃÉÑ k ÔÁËÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ (ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÉÍÅÀÝÁÑ ÍÏÝÎÏÓÔØ 2^k) ÂÕÄÅÔ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÒÅÛÅÎÉÊ ÄÌÑ ÆÏÒÍÕÌÙ ⋀_k

i=1(¬t_i ∨ ¬¬t_i).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ŒÔÏÒÏÇÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÐÉÒÁÅÔÓÑ ÎÁ ÓŒÏÊ- ÓÔŒÏ ÎÅŒÙŒÏÄÉÍÙÈ Œ J ÆÏÒÍÕÌ, ŒÙÔÅËÁÀÝÅÅ ÉÚ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏŒ ñÎËÏŒÁ É íÅÄŒÅÄÅŒÁ.

ëÒÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÉÍÐÌÉËÁÃÉÅÊ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ŒÉÄÁ J = ⋀ i ((P_i → Q_i) → Q_i) → R ;

ÇÄÅ P_i | ÎÅÐÕÓÔÙÅ ËÏÎSSÀÎËÃÉÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, Q_i É R | ÎÅÐÕÓÔÙÅ ÄÉÚSS- ÀÎËÃÉÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÐÒÉÞ-ÅÍ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ i ÆÏÒÍÕÌÙ P_i É Q_i ÎÅ ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.

äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ m > 0 ÚÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ËÒÉÔÉ- ÞÅÓËÕÀ ÉÍÐÌÉËÁÃÉÀ Œ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ s_1; : : : ;s_m:

J_m = ⋀ ∅≠E⊂{1;:::;m} (( ⋀ j =∈E

s_j → ⋁ l∈E s_l) → ⋁ l∈E s_l) → m⋁ l=1 s_l :

óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÌÅÍÍÁ ÂÙÌÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ Œ [3].

ìÅÍÍÁ 1. åÓÌÉ ÆÏÒÍÕÌÁ ^(t_1; : : : ;t_k) ÎÅŒÙŒÏÄÉÍÁ Œ J, ÔÏ ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÔÁËÏÅ m É ÔÁËÉÅ ÆÏÒÍÕÌÙ fi_1(s_1; : : : ;s_m); : : : ; fi_k(s_1; : : : ;s_m), ÞÔÏ ÉÎÔÕÉ- ÃÉÏÎÉÓÔÓËÉ ŒÙŒÏÄÉÍÁ ÉÍÐÌÉËÁÃÉÑ ^(fi_1; : : : ;fi_k) → J_m. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÏÖ- ÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÆÏÒÍÕÌÁ ^ ÐÏÚÉÔÉŒÎÁ, ÔÏ ŒÓÅ fi_i ÉÍÅÀÔ ŒÉÄ s_m ∨ ( ⋁ ⋀ s_j), Á ÅÓÌÉ ÆÏÒÍÕÌÁ ^ ÎÅÐÏÚÉÔÉŒÎÁ, ÔÏ ÐÒÉ ËÁÖÄÏÍ i ÆÏÒ- ÍÕÌÁ fi_i ÌÉÂÏ ÉÍÅÅÔ ÕËÁÚÁÎÎÙÊ ŒÉÄ, ÌÉÂÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ ⊥.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÓÔÁÌÏÓØ ÏÃÅÎÉÔØ ÍÏÝÎÏÓÔØ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÁ ÒÅÛÅÎÉÊ ÄÌÑ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÉÍÐÌÉËÁÃÉÊ.

ìÅÍÍÁ 2. ðÕÓÔØ J(s_1; : : : ;s_m) | ËÒÉÔÉÞÅÓËÁÑ ÉÍÐÌÉËÁÃÉÑ Ó m ÐÅÒÅÍÅÎ- ÎÙÍÉ, Á G_1; : : : ;G_m | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ ËÏÎÅÞÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ, ÓÏÄÅÒÖÁ- ÝÉÅ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÄŒÕÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ. ðÕÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ X ⊆ ’[J](G_1; : : : ;G_m) ÔÁËÏŒÏ, ÞÔÏ ÐÒÉ ŒÓÅÈ X_1; : : : ;X_m

∀i (X_i ⊆ G_i & |X_i| = 2) ⇒ X ∩ ffl [ J(⟨G_1; X_1⟩; : : : ; ⟨G_m; X_m⟩) ] ≠ ∅ :

ôÏÇÄÁ |X| ⩾ min_i |G_i|=(2m) :

üÔÁ ÌÅÍÍÁ ÂÕÄÅÔ ÄÏËÁÚÁÎÁ ÎÉÖÅ, Á ÐÏËÁ ŒÙŒÅÄÅÍ ÉÚ ÎÅ-Å ÕÔŒÅÒÖÄÅ- ÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ.

äÌÑ ÆÏÒÍÕÌÙ ^(t_1; : : : ;t_k) ŒÏÚØÍ-ÅÍ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÅ Œ ÌÅÍÍÅ 1 ÆÏÒÍÕ- ÌÙ fi_1; : : : ;fi_k ÏÔ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ s_1; : : : ;s_m. äÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ N ŒÏÚØÍ-ÅÍ ÌÀÂÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ G_1; : : : ;G_m ÍÏÝÎÏÓÔÉ 2mN ËÁÖÄÏÅ, É ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ F_1; : : : ;F_k ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÒÁŒÅÎÓÔŒ F_i = ’[fi_i](G_1; : : : ;G_m). åÓÌÉ fi_i = ⊥, ÔÏ |F_i| = 1. œ ÐÒÏÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ fi_i ÅÓÔØ ÄÉÚSSÀÎËÃÉÑ ËÏÎSSÀÎËÃÉÊ m ÐÅ- ÒÅÍÅÎÎÙÈ. òÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÏÎSSÀÎËÃÉÊ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ 2^m, Œ ËÁÖÄÏÊ ÎÅ ÂÏÌÅÅ m ÞÌÅÎÏŒ, ÐÏÜÔÏÍÕ |F_i| ⩽ 2^m · (2mN)^m = (4mN)^m.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÉÎÉÔÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ A_1; : : : ;A_k ŒÉÄÁ

A_i = fi_i(⟨G_1; X_1⟩; : : : ; ⟨G_m; X_m⟩) ;

ÇÄÅ |X_i| = 2. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÏÃÅÎËÅ ÄÌÑ |F_i| ÐÏÌÕÞÁÅÍ |ffl[A_i]| ⩽ 2^m · 2^m = 4^m. ðÕÓÔØ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ X ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÒÅÛÅÎÉÑ ŒÓÅÈ ÚÁÄÁÞ ŒÉÄÁ ^(A_1; : : : ;A_k). éÍÐÌÉËÁÃÉÑ

^(fi_1(s_1; : : : ;s_m); : : : ; fi_k(s_1; : : : ;s_m)) → J_m(s_1; : : : ;s_m) :

ÉÎÔÕÉÃÉÏÎÉÓÔÓËÉ ŒÙŒÏÄÉÍÁ, ÐÏÜÔÏÍÕ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 3 É 5, ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÔÁËÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ X^′, ÞÔÏ |X^′| ⩽ |X| É X^′ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÒÅÛÅÎÉÑ ŒÓÅÈ ÚÁÄÁÞ ŒÉÄÁ

J_m(⟨G_1; X_1⟩; : : : ; ⟨G_m; X_m⟩)

ÐÒÉ |X_i| = 2. ðÏ ÌÅÍÍÅ 2 ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ |X| ⩾ N.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÌÅÍÍÙ 2. þÔÏÂÙ ÉÚÂÅÖÁÔØ ÉÚÌÉÛÎÅÊ ÇÒÏÍÏÚÄËÏÓÔÉ Œ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ, ŒÓÀÄÕ Œ ÜÔÏÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ’[¯] ÅÓÔØ ÔÉÐ, ËÏÔÏÒÙÊ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ Œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÉ Œ ÎÅ- ËÏÔÏÒÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ¯ ÔÉÐÏŒ G_1; : : : ;G_m ŒÍÅÓÔÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ s_1; : : : ;s_m, Á ¯(X_1; : : : ;X_m) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÏËÒÁÝÅÎÉÅÍ ÄÌÑ ffl[¯(⟨G_1; X_1⟩; : : : ; ⟨G_m; X_m⟩)].

âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ min_i |G_i| ⩾ 3 (ÅÓÌÉ min_i |G_i| = 2, ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏ: |X| ⩾ 1).

ðÕÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ G ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÓÅÈ ÔÁËÉÈ ÎÁÂÏÒÏŒ ⟨x_1; : : : ;x_{2m}⟩ ∈ G_1 × G_1 × G_2 × G_2 × : : : × G_m × G_m, ÞÔÏ x_{2i−1} ≠ x_{2i} ÐÒÉ i ∈ {1; : : : ; m}.

ëÁÖÄÏÍÕ ÎÁÂÏÒÕ ~x ∈ G ÐÏÓÔÁŒÉÍ Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÄŒÕÈÜÌÅÍÅÎÔÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X_i(~x) = {x_{2i−1}; x_{2i}} ⊂ G_i.

óËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔ p, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÊ ÔÉÐÕ ’[J], ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÅ- ÎÉÅÍ ÄÌÑ ÎÁÂÏÒÁ ~x ∈ G, ÅÓÌÉ p ∈ J(X_1; : : : ;X_m) ÄÌÑ X_i = X_i(~x).

íÙ ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ p ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÎÅÂÏÌØ- ÛÏÊ ÄÏÌÉ ŒÓÅÈ ÎÁÂÏÒÏŒ ÉÚ G. ó ÜÔÏÊ ÃÅÌØÀ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ p ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄŒÕÄÏÌØÎÙÊ ÇÒÁÆ, ŒÅÒÛÉÎÁÍÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÁ G. üÌÅÍÅÎÔÙ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ p ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÐÅÒŒÏÊ ÄÏÌÅ, ŒÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ | ŒÔÏÒÏÊ. õÓÌÏŒÉÅ, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ÄŒÅ ŒÅÒ- ÛÉÎÙ ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ ÒÅÂÒÏÍ, ÂÕÄÅÔ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÎÏ ÎÉÖÅ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÂÕ- ÄÅÔ ÏÂÅÓÐÅÞÅÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÇÒÁÆÁ: ÉÚ ËÁÖÄÏÊ ŒÅÒÛÉÎÙ ÐÅÒŒÏÊ ÄÏÌÉ ÉÓÈÏÄÉÔ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ (min_i |G_i| − 2) Ò-ÅÂÅÒ, Á ÉÚ ËÁÖÄÏÊ ŒÅÒÛÉÎÙ ŒÔÏÒÏÊ ÄÏÌÉ ÉÓÈÏÄÉÔ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 2m Ò-ÅÂÅÒ. ðÕÓÔØ Œ ÐÅÒŒÏÊ ÄÏÌÅ M_1 ŒÅÒ- ÛÉÎ, Á ŒÏ ŒÔÏÒÏÊ ÄÏÌÅ M_2 ŒÅÒÛÉÎ. ïÃÅÎÉÍ ÞÉÓÌÏ Ò-ÅÂÅÒ ÇÒÁÆÁ: Ó ÏÄÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÉÚ ÐÅÒŒÏÊ ÄÏÌÉ ÉÓÈÏÄÉÔ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ (min_i |G_i| − 2)M_1 Ò-ÅÂÅÒ, Á Ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÉÚ ŒÔÏÒÏÊ ÄÏÌÉ ÉÓÈÏÄÉÔ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 2mM_2 Ò-ÅÂÅÒ. éÚ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ M_1 + M_2 = |G| É (min_i |G_i| − 2)M_1 ⩽ 2mM_2 ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ M_1 ⩽ |G| · 2m=(min_i |G_i| + 2m − 2), ÔÏ ÅÓÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÄÌÑ ÔÁËÏÇÏ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÁ ÎÁÂÏÒÏŒ ÉÚ G ÜÌÅÍÅÎÔ p ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ. íÎÏÖÅÓÔŒÏ X Ó ÕËÁÚÁÎÎÙÍ Œ ÕÓÌÏŒÉÉ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ ÄÏÌÖÎÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÉÚ G ÓÏÄÅÒÖÁÔØ ÒÅÛÅÎÉÅ p, ÐÏÜÔÏÍÕ |X| · |G| · 2m=(min_i |G_i| + 2m − 2) ⩾ |G|, ÔÏ ÅÓÔØ |X| ⩾ min_i |G_i|=(2m) + 1 − 1=m, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ.

ïÓÔÁÌÏÓØ ÏÂSSÑÓÎÉÔØ, ËÁË ÓÌÅÄÕÅÔ ÐÒÏŒÅÓÔÉ Ò-ÅÂÒÁ Œ ÇÒÁÆÅ, ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÕÀÝÅÍ p.

ëÒÉÔÉÞÅÓËÁÑ ÉÍÐÌÉËÁÃÉÑ J ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ ⋀ ¯_i(s_1; : : : ;s_m) → ⋁ s_j. üÌÅ- ÍÅÎÔ p ÔÉÐÁ ’[J] ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÅÊ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ÎÁ ËÏÒÔÅÖÅ ÜÌÅ- ÍÅÎÔÏŒ ÔÉÐÁ ’[¯]_i. æÏÒÍÕÌÙ ¯_i ÉÍÅÀÔ ŒÉÄ (P → Q) → Q, ÇÄÅ P | ÎÅÐÕÓÔÁÑ ËÏÎSSÀÎËÃÉÑ, Á Q | ÎÅÐÕÓÔÁÑ ÄÉÚSSÀÎËÃÉÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÉÚ s_1; : : : ;s_m, ÐÒÉÞ-ÅÍ ÏÂÝÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ Õ ÎÉÈ ÎÅÔ.

ðÕÓÔØ ¯ | ÆÏÒÍÕÌÁ ÏÐÉÓÁÎÎÏÇÏ ŒÉÄÁ. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ~x ∈ G ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ f_{x̃} ∈ ’[¯]. ðÕÓÔØ P^1(~x) | ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ P ({x_1}; {x_3}; : : : ; {x_{2m−1}}), P^2(~x) | ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ P ({x_2}; {x_4}; : : : ; {x_{2m}}), É Q(~x) = Q(X_1(~x); : : : ; X_m(~x)).

úÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ f_{x̃} ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÅ r ∈ ’[(P → Q)] ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÔÁË:

f_{x̃}(r) = { r(P^1(~x)); ÅÓÌÉ r(P^1(~x)) ∈ Q(~x); r(P^2(~x)); Œ ÐÒÏÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ:

ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ f_{x̃} ∈ ¯(X_1(~x); : : : ; X_m(~x)). ïÄÎÁËÏ f_{x̃} ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÔÁËÖÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ ¯(X_1(~x^′); : : : ; X_m(~x^′)) ÄÌÑ ÔÁËÉÈ ~x^′ ∈ G, ËÏÔÏÒÙÅ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÏÔ ~x ÔÏÌØËÏ Œ ÏÄÎÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÅ, ÔÏ ÅÓÔØ x_i = x^′_i ÄÌÑ ŒÓÅÈ i, ËÒÏÍÅ ÏÄÎÏÇÏ.

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ r ∈ (P → Q)(X_1(~x^′); : : : ; X_m(~x^′)). ôÏÇÄÁ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ r(P^1(~x^′)) ∈ Q(~x^′) É r(P^2(~x^′)) ∈ Q(~x^′). ðÏÓËÏÌØËÕ ÆÏÒÍÕÌÙ P É Q ÎÅ ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÚÁÍÅÎÁ ~x^′ ÎÁ ~x ÍÏÖÅÔ ÐÏŒÌÉÑÔØ ÌÉÂÏ ÎÁ ÚÎÁÞÅÎÉÅ P^1, ÌÉÂÏ ÎÁ ÚÎÁÞÅÎÉÅ P^2, ÌÉÂÏ ÎÁ ÚÎÁÞÅÎÉÅ Q, ÎÏ ÎÅ ÎÁ ËÁËÉÅ ÄŒÁ ÉÚ ÎÉÈ ÓÒÁÚÕ, ÔÏ ÅÓÔØ ŒÏÚÍÏÖÎÙ ÔÒÉ ÓÌÕÞÁÑ.

1) P^1(~x) ≠ P^1(~x^′), P^2(~x) = P^2(~x^′), Q(~x) = Q(~x^′).

ôÏÇÄÁ ÚÎÁÞÅÎÉÅ f_{x̃}(r) ÌÉÂÏ ÒÁŒÎÏ r(P^2(~x)) = r(P^2(~x^′)), ÌÉÂÏ ÐÒÉ- ÎÁÄÌÅÖÉÔ Q(~x) = Q(~x^′).

2) P^2(~x) ≠ P^2(~x^′), P^1(~x) = P^1(~x^′), Q(~x) = Q(~x^′).

ôÏÇÄÁ r(P^1(~x)) = r(P^1(~x^′)) ∈ Q(~x^′) = Q(~x), ÐÏÜÔÏÍÕ ÚÎÁÞÅÎÉÅ f_{x̃}(r) ÒÁŒÎÏ r(P^1(~x)).

3) Q(~x) ≠ Q(~x^′), P^1(~x) = P^1(~x^′), P^2(~x) = P^2(~x^′).

ôÏÇÄÁ ÚÎÁÞÅÎÉÅ f_{x̃}(r) ÒÁŒÎÏ ÌÉÂÏ r(P^1(~x)) = r(P^1(~x^′)), ÌÉÂÏ r(P^2(~x)) = r(P^2(~x^′)).

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ŒÏ ŒÓÅÈ ÓÌÕÞÁÑÈ f_{x̃}(r) ∈ Q(~x^′).

ðÕÓÔØ p ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ~x. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅ p ÎÁ ËÏÒÔÅÖÅ ÔÅÈ f_{x̃}, ËÏÔÏÒÙÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÆÏÒÍÕÌÁÍ ¯_i ÉÚ ÐÏÓÙÌËÉ ËÒÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÉÍÐÌÉËÁÃÉÉ. üÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÕ ⋁ j X_j(~x) (ÄÉÚSSÀÎËÃÉÑ ÂÅÒ-ÅÔÓÑ ÐÏ j ÉÚ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÑ ËÒÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÉÍÐÌÉËÁÃÉÉ) É ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ ⟨b_1; : : : ⟨b_m′ ; x_c⟩ : : :⟩, ÇÄÅ b_1; : : : ;b_m′ ∈ {0; 1} É ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÐÏ c. œ ÇÒÁÆÅ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÍ p, ŒÅÒÛÉ- ÎÕ ~x ÓÏÅÄÉÎÉÍ Ò-ÅÂÒÁÍÉ ÓÏ ŒÓÅÍÉ ÔÁËÉÍÉ ~x^′, ÞÔÏ x_i = x^′_i ÐÒÉ i ≠ c É x_c ≠ x^′_c.

ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ~x É ~x^′ ÌÅÖÁÔ Œ ÒÁÚÎÙÈ ÄÏÌÑÈ ÇÒÁÆÁ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ŒÏÚØÍ-ÅÍ j = ⌈c=2⌉ | ÎÏÍÅÒ ÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÉÚ ÄÉÚSSÀÎËÃÉÉ, ËÏÔÏÒÏÍÕ ÄÏÌÖÅÎ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔØ ÜÌÅÍÅÎÔ x_c. ïÄÎÏ ÉÚ ÞÉÓÅÌ 2j − 1 É 2j ÒÁŒÎÏ c, ŒÔÏÒÏÅ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ d, É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ X_j (~x^′) = {x^′_c; x^′_d}.

üÌÅÍÅÎÔ x_c ÎÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÜÔÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ, ÐÏÓËÏÌØËÕ x^′_c ≠ x_c É x^′_d = x_d ≠ x_c (ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÀÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÔÁËÉÅ ~x, Õ ËÏ- ÔÏÒÙÈ x_{2i−1} ≠ x_{2i}). ðÏÜÔÏÍÕ Œ ÓÉÌÕ ÏÔÍÅÞÅÎÎÏÇÏ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÆÕÎËÃÉÊ f_{x̃} ÜÌÅÍÅÎÔ p, ÑŒÌÑÑÓØ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÄÌÑ ~x, ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÄÌÑ ~x^′.

ëÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ~x^′ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÏÇÏ ŒÉÄÁ ÒÁŒÎÏ |G_j | − 2, ÐÏ- ÜÔÏÍÕ ÉÚ ËÁÖÄÏÊ ŒÅÒÛÉÎÙ ÐÅÒŒÏÊ ÄÏÌÉ ÉÓÈÏÄÉÔ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ (min_i |G_i| − 2) Ò-ÅÂÅÒ.

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÉÚ ËÁËÏÊ-ÔÏ ŒÅÒÛÉÎÙ ~x^′ ŒÔÏÒÏÊ ÄÏÌÉ ÉÓÈÏÄÉÔ ÂÏÌØÛÅ 2m Ò-ÅÂÅÒ. ôÏÇÄÁ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÄŒÅ ŒÅÒÛÉÎÙ ÉÚ ÐÅÒŒÏÊ ÄÏÌÉ ÏÔÌÉ- ÞÁÀÔÓÑ ÏÔ ~x^′ Œ ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÅ, ÔÏ ÅÓÔØ ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÄŒÁ ÔÁËÉÈ ÎÁÂÏÒÁ ~x^1 É ~x^2, ÞÔÏ p ÎÁ ËÏÒÔÅÖÁÈ ÆÕÎËÃÉÊ ŒÉÄÁ f_{x̃}1 É f_{x̃}2 ŒÙÄÁ-ÅÔ ÓÏÏÔ- ŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ ⟨b_1; : : : ⟨b_m′ ; x^1_l ⟩ : : :⟩ É ⟨b_1; : : : ⟨b_m′ ; x^2_l ⟩ : : :⟩. îÏ ÄÌÑ i ≠ l ÉÍÅÅÍ x^1_i = x^′_i = x^2_i , ÐÏÜÔÏÍÕ ~x^1 É ~x^2 ÄÏÌÖÎÙ ÎÁÈÏÄÉÔØÓÑ Œ ÒÁÚÎÙÈ ÄÏÌÑÈ; ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ.

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÌÅÍÍÙ 2 ÐÏÞÔÉ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÏ ÐÏ ÓÌÅÄÕÀ- ÝÉÍ ÄŒÕÍ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁÍ.

œÏ-ÐÅÒŒÙÈ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ Õ ÌÀÂÏÊ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉ ŒÙŒÏÄÉÍÏÊ ËÒÉ- ÔÉÞÅÓËÏÊ ÉÍÐÌÉËÁÃÉÉ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÔÉÐÏŒ G_1; : : : ;G_m ÅÓÔØ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÒÅÛÅÎÉÊ ÍÏÝÎÏÓÔÉ |G_1| + : : : + |G_m|.

œÏ-ŒÔÏÒÙÈ, ÄÌÑ ÐÏÌÕÞÅÎÉÑ ÎÉÖÎÅÊ ÏÃÅÎËÉ ÎÁ |X|, ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÎÅÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ŒÙÐÏÌÎÅÎÉÑ ÕÓÌÏŒÉÑ ÎÁ X ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÏÄÎÏÜÌÅÍÅÎÔÎÙÈ X_i. á ÉÍÅÎÎÏ, ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÒÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÉÍÐÌÉËÁÃÉÉ J ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁ- ËÏÅ X ⊆ ’[J](G_1; : : : ;G_m), ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÅÈ X_1; : : : ;X_m

∀i (X_i ⊆ G_i & |X_i| = 1) ⇒ X ∩ ffl[J(⟨G_1; X_1⟩; : : : ; ⟨G_m; X_m⟩)] ≠ ∅ :

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÐÒÉÍÅÒÁ^2 ËÒÉÔÉÞÅÓËÕÀ ÉÍÐÌÉËÁÃÉÀ ÏÔ ÄŒÕÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ((t_1 → t_2) → t_2) → t_1 ∨ t_2.

œÏÚØÍ-ÅÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ ÎÅÐÕÓÔÙÅ ËÏÎÅÞÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ G_1 É G_2, Á ÔÁËÖÅ ÌÀÂÙÅ ÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÙ x_1 ∈ G_1 É x_2 ∈ G_2. ðÏËÁÖÅÍ, ËÁË ÄÌÑ ÚÁÄÁÞ A_1 = ⟨G_1; {x_1}⟩ É A_2 = ⟨G_2; {x_2}⟩ ÐÏ ÌÀÂÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ g ∈ ffl[(A_1 → A_2) → A_2] ÎÁÊÔÉ ÌÉÂÏ x_1, ÌÉÂÏ x_2.

îÁÚÏŒ-ÅÍ ÐÁÒÕ ⟨y_1; y_2⟩ ∈ G_1 × G_2 ÓÏŒÍÅÓÔÉÍÏÊ Ó g, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ h: G_1 → G_2, ÉÚ h(y_1) = y_2 ÓÌÅÄÕÅÔ g(h) = y_2. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÁÒÁ ⟨x_1; x_2⟩ ÓÏŒÍÅÓÔÉÍÁ Ó g. åÓÌÉ ⟨y^′_1; y^′_2⟩ É ⟨y^{′′}_1 ; y^{′′}_2 ⟩ | ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÓÏ- ŒÍÅÓÔÉÍÙÅ Ó g ÐÁÒÙ, ÔÏ ÌÉÂÏ y^′_1 = y^{′′}_1 , ÌÉÂÏ y^′_2 = y^{′′}_2 . äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ y^′_1 ≠ y^{′′}_1 , ÔÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÆÕÎËÃÉÑ h, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ h(y^′_1) = y^′_2 É

2ðÒÉŒÏÄÉÍÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÏÐÉÒÁÅÔÓÑ ÎÁ ÉÄÅÀ ÉÚ ÐÒÉÍÅÒÁ 3 ÓÔÁÔØÉ [9].

h(y^{′′}_1 ) = y^{′′}_2 . œ ÓÉÌÕ ÓÏŒÍÅÓÔÉÍÏÓÔÉ Ó g ÉÍÅÅÍ g(h) = y^′_2 É g(h) = y^{′′}_2 , ÔÏ ÅÓÔØ y^′_2 = y^{′′}_2 .

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÁÒ ÉÚ G_1 × G_2, ÓÏŒÍÅÓÔÉÍÙÈ Ó g. œ ÜÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÌÉÂÏ ŒÓÅ ÐÁÒÙ ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÊ ÐÅÒŒÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ, ÌÉÂÏ ŒÓÅ ÐÁÒÙ ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÊ ŒÔÏÒÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ. (œ ÐÒÏÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕ- ÞÁÅ ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÐÁÒÙ ⟨y^′_1; y^′_2⟩ É ⟨y^{′′}_1 ; y^{′′}_2 ⟩, Õ ËÏÔÏÒÙÈ y^′_1 ≠ y^{′′}_1 É y^′_2 ≠ y^{′′}_2 .) ðÏÓËÏÌØËÕ ÐÁÒÁ ⟨x_1; x_2⟩ ÓÏŒÍÅÓÔÉÍÁ Ó g, ÜÔÏÔ ÏÂÝÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÅÓÔØ x_1 ÉÌÉ x_2 ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ.

œÅÒÎ-ÅÍÓÑ Ë ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ÍÏÝÎÏÓÔÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÒÅ- ÛÅÎÉÊ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ ÆÏÒÍÕÌ. ðÏÌÕÞÅÎÎÙÅ Œ ÔÅÏÒÅÍÅ 1 ÏÃÅÎËÉ ÎÁ ÍÏÝÎÏÓÔØ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÒÅÛÅÎÉÊ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÍ Œ ÓÔÁÔØÅ [3] ÏÃÅÎËÁÍ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÓÏÓÔÁŒÎÙÈ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉÈ ÚÁÄÁÞ. üÔÁ ÁÎÁÌÏÇÉÑ ÌÅÖÉÔ Œ ÒÕÓÌÅ ÏÂÝÅÇÏ ÐÁÒÁÌÌÅÌÉÚÍÁ ÍÅÖÄÕ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒ- ÎÙÍ É ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉÍ ÐÏÄÈÏÄÁÍÉ Ë ÐÏÎÑÔÉÀ "ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÉÎÆÏÒÍÁ- ÃÉÉ\, ÏÔÍÅÞÅÎÎÏÇÏ Œ ÓÔÁÔØÅ ëÏÌÍÏÇÏÒÏŒÁ [10].

ðÒÉ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÍ ÐÏÄÈÏÄÅ ÐÏÄ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏÍ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ, ÓÏÄÅÒ- ÖÁÝÅÊÓÑ Œ ÜÌÅÍÅÎÔÁÈ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ, ÐÏÄÒÁÚÕÍÅŒÁÅÔÓÑ ÄŒÏÉÞ- ÎÙÊ ÌÏÇÁÒÉÆÍ ÅÇÏ ÍÏÝÎÏÓÔÉ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏ- ÓÔØÀ ÆÉÎÉÔÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ ÄÁÎÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ, ÅÓÔÅÓÔŒÅÎ- ÎÏ ÎÁÚŒÁÔØ ÄŒÏÉÞÎÙÊ ÌÏÇÁÒÉÆÍ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ÍÏÝÎÏÓÔÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÒÅÛÅÎÉÊ. œ ÜÔÉÈ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÎÁÌÉÞÉÅ "ÎÅÂÏÌØÛÏÇÏ\ ÄÏÓÔÁ- ÔÏÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÒÅÛÅÎÉÊ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ Õ ÚÁÄÁÞÉ ŒÓÅÇÄÁ ÅÓÔØ "ÐÒÏ- ÓÔÏÅ\ ÒÅÛÅÎÉÅ. á ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 1 ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÔÁË.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 1.

åÓÌÉ ÆÏÒÍÕÌÁ ^ ÎÅ ŒÙŒÏÄÉÔÓÑ Œ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ÌÏÇÉËÅ, ÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞ- ÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÒÅÛÅÎÉÊ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ.

åÓÌÉ ÆÏÒÍÕÌÁ ^ ŒÙŒÏÄÉÔÓÑ Œ J, ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÔÉÐÏŒ F_1; : : : ;F_k ËÏÍ- ÂÉÎÁÔÏÒÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ ÎÅ ÐÒÅŒÙÇÁÅÔ k. åÓÌÉ ÆÏÒÍÕÌÁ ^ ÎÅ ŒÙŒÏÄÉÔÓÑ Œ J, ÎÏ ŒÙŒÏÄÉÔÓÑ Œ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ÌÏ- ÇÉËÅ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ m, ÚÁŒÉÓÑÝÁÑ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ^, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÞÉÓÌÁ M ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÔÉÐÙ F_1; : : : ;F_k, ÄÌÑ ËÏÔÏ- ÒÙÈ log |F_1| ⩽ log M; : : : ; log |F_k| ⩽ log M É ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ ÂÏÌØÛÅ ÉÌÉ ÒÁŒÎÁ (1=m) log M − log(4m). ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ, ËÁË ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 6, ÜÔÁ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ k log(M + 1).

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ÎÅŒÙŒÏÄÉÍÙÈ Œ J ÆÏÒÍÕÌ ÉÍÅÅÔÓÑ ÒÁÚÒÙŒ ÐÒÉ- ÂÌÉÚÉÔÅÌØÎÏ Œ km (ÔÏ ÅÓÔØ Œ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ) ÒÁÚ. ðÒÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÏÍ

ÐÏÄÈÏÄÅ (ÔÅÏÒÅÍÁ 1 Œ ÓÔÁÔØÅ [3]) ÜÔÏÔ ÒÁÚÒÙŒ ÏÔÓÕÔÓÔŒÕÅÔ.

òÁÚÎÉÃÁ Œ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁÈ ÏÂÕÓÌÏŒÌÅÎÁ ÓÐÏÓÏÂÏÍ ÉÚÍÅÒÅ- ÎÉÑ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÁ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ Œ ÐÏÄÓÔÁŒÌÑÅÍÙÈ ÚÁÄÁÞÁÈ, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÅ ÕÞÉÔÙŒÁÅÔ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÉÈ ŒÚÁÉÍÏÓŒÑÚÉ. õÓÔÒÁÎÉÔØ ÜÔÏÔ ÎÅÄÏÓÔÁÔÏË ÍÏÖÎÏ, ÐÒÉÍÅÎÉŒ Ë ÆÉÎÉÔÎÙÍ ÚÁÄÁÞÁÍ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÏÄÈÏÄÁ.

âÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÔÏÌØËÏ ÔÅ ÆÉÎÉÔÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ, ÔÉÐ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ËÏÎÓÔÒÕËÔÉŒÎÙÈ ÏÂSSÅËÔÏŒ (ÄŒÏÉÞÎÙÈ ÓÌÏŒ, ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ É Ô. Ð.). œ ÓÉÌÕ ËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ ÓÁÍ ÔÉÐ ÔÏÖÅ ÂÕÄÅÔ ËÏÎÓÔÒÕËÔÉŒÎÙÍ ÏÂSSÅËÔÏÍ. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÎÁÄ ÆÉÎÉÔÎÙÍÉ ÚÁÄÁÞÁÍÉ ÜÆÆÅË- ÔÉŒÎÙ. ïÔÍÅÔÉÍ ÅÝ-Å, ÞÔÏ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ^(t_1; : : : ;t_k) ÂÅÚ ÆÉËÔÉŒÎÙÈ ÐÅ- ÒÅÍÅÎÎÙÈ É ÔÉÐÕ ’[^](F_1; : : : ;F_k) ÍÏÖÎÏ ŒÏÓÓÔÁÎÏŒÉÔØ ÔÉÐÙ F_1; : : : ;F_k.

îÁÚÏŒ-ÅÍ ŒÅÌÉÞÉÎÕ

Kf(⟨F; X⟩) = min_{x∈X} K(x|F )

ËÏÌÍÏÇÏÒÏŒÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ ÆÉÎÉÔÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ⟨F; X⟩ (ÇÄÅ K(x|F ) | ÕÓÌÏŒÎÁÑ ËÏÌÍÏÇÏÒÏŒÓËÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ | ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÄÌÉÎÕ ËÒÁÔÞÁÊÛÅÇÏ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ËÏÎÓÔÒÕËÔÉŒÎÏÇÏ ÏÂSSÅËÔÁ x ÐÒÉ ÉÚŒÅÓÔÎÏÍ ËÏÎÓÔÒÕËÔÉŒÎÏÍ ÏÂSSÅËÔÅ F ; ÔÏÞÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ Œ [10]). åÓÌÉ X = ∅, ÔÏ ÐÏÌÏÖÉÍ Kf(⟨F; X⟩) = ∞. æÁËÔÉÞÅÓËÉ, ËÁË É Œ [3], ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ ÚÁÄÁÞÉ ÏÂSSÑŒÌÅÎÁ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ Å-Å ÒÅÛÅÎÉÊ.

îÅÔÒÕÄÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ^(t_1; : : : ;t_k) É ÌÀÂÙÈ ÆÉÎÉÔÎÙÈ ÚÁÄÁÞ A_1; : : : ;A_k ÉÚ ffl[^(A_1; : : : ;A_k)] ≠ ∅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÏÃÅÎËÁ

Kf(^(A_1; : : : ;A_k)) ⩽ Kf( ⋀ Ø[A_i]≠∅

A_i) + O(1) ;

ÇÄÅ ÞÌÅÎ O(1) ÚÁŒÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÆÏÒÍÕÌÙ ^ É ŒÙÂÏÒÁ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÓÐÏÓÏÂÁ ÏÐÉÓÁÎÉÑ.

åÓÌÉ ÆÏÒÍÕÌÁ ^(t_1; : : : ;t_k) ŒÙŒÏÄÉÍÁ Œ J, ÔÏ ÄÌÑ ÎÅ-Å ŒÓÅÇÄÁ ÅÓÔØ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÒÅÛÅÎÉÊ ÍÏÝÎÏÓÔÉ 2^k, ÐÒÉ ÉÚŒÅÓÔÎÙÈ ÔÉÐÁÈ ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÁÊÄÅÎÏ ÐÅÒÅÂÏÒÏÍ, Á ÌÀÂÏÊ ÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔ ÚÁÄÁ-ÅÔÓÑ ÓŒÏÉÍ ÎÏÍÅÒÏÍ Œ Î-ÅÍ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÚÁÄÁÞ A_1; : : : ;A_k ŒÅÒÎÁ ÏÃÅÎËÁ Kf(^(A_1; : : : ;A_k)) ⩽ ó_^, ÇÄÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ ó_^ ÚÁŒÉÓÉÔ ÔÏÌØ- ËÏ ÏÔ ÆÏÒÍÕÌÙ ^ É ŒÙÂÏÒÁ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÓÐÏÓÏÂÁ ÏÐÉÓÁÎÉÑ.

óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÄÏÓÌÏŒÎÏ ÐÅÒÅÎÏÓÉÔ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 1 ÓÔÁÔØÉ [3] ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ ÆÉÎÉÔÎÙÈ ÚÁÄÁÞ.

ôÅÏÒÅÍÁ 2. ðÕÓÔØ ÆÏÒÍÕÌÁ ^(t_1; : : : ;t_k) ÎÅŒÙŒÏÄÉÍÁ Œ ÌÏÇÉËÅ ÓÌÁÂÏ- ÇÏ ÚÁËÏÎÁ ÉÓËÌÀÞ-ÅÎÎÏÇÏ ÔÒÅÔØÅÇÏ J. åÓÌÉ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉ ŒÙ- ŒÏÄÉÍÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ^(⊥; : : : ; ⊥) (ŒÍÅÓÔÏ ŒÓÅÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÐÏÄÓÔÁŒÌÅÎÁ

ËÏÎÓÔÁÎÔÁ ⊥) ÉÌÉ ÆÏÒÍÕÌÁ ^(t_1; : : : ;t_k) ÐÏÚÉÔÉŒÎÁ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ C, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÞÉÓÌÁ n ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÆÉÎÉÔÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ A_1; : : : ;A_k ÓÏ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ:

1) ÓÒÅÄÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ffl[A_1]; : : : ; ffl[A_k] ÅÓÔØ ÎÅÐÕÓÔÙÅ;

2) Kf ( ⋀ Ø[A_i]≠∅

A_i ) ⩽ n + C;

3) Kf(^(A_1; : : : ;A_k)) ⩾ n − C.

åÓÌÉ ÆÏÒÍÕÌÁ ^(t_1; : : : ;t_k) ÐÏÚÉÔÉŒÎÁ, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ÆÉÎÉÔÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ A_1; : : : ;A_k ÔÁË, ÞÔÏ ŒÓÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ffl[A_1]; : : : ; ffl[A_k] ÎÅÐÕÓÔÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÌÑ ÎÅŒÙŒÏÄÉÍÏÊ Œ J ÆÏÒÍÕÌÙ ^(t_1; : : : ;t_k) ŒÏÚØÍ-ÅÍ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÅ Œ ÌÅÍÍÅ 1 ÆÏÒÍÕÌÙ fi_1; : : : ;fi_k ÏÔ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ s_1; : : : ;s_m É ËÒÉÔÉÞÅÓËÕÀ ÉÍÐÌÉËÁÃÉÀ J_m(s_1; : : : ;s_m). úÁÍÅÔÉÍ ÐÒÅÖÄÅ ŒÓÅÇÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÆÏÒÍÕÌÁ ^(⊥; : : : ; ⊥) ŒÙŒÏÄÉÍÁ, ÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ ^(⊥; : : : ; ⊥) → J_m ÉÎÔÕÉÃÉÏÎÉÓÔÓËÉ ÎÅŒÙŒÏÄÉÍÁ Œ ÓÉÌÕ ÎÅŒÙŒÏÄÉÍÏÓÔÉ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÉÍ- ÐÌÉËÁÃÉÊ (ÓÍ. [2]). ðÏÜÔÏÍÕ ÈÏÔÑ ÂÙ ÄÌÑ ÏÄÎÏÇÏ i ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ fi_i ≠ ⊥.

äÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ n ŒÏÚØÍ-ÅÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ G_1; : : : ;G_m ÍÏÝ- ÎÏÓÔÉ 2^n ËÁÖÄÏÅ. ðÏÌÏÖÉÍ G = ’[J_m](G_1; : : : ;G_m). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ X = {p ∈ G | K(p|G) < n − log_2(2m)}. íÏÝÎÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X ÎÅ ÐÒÅŒÙÛÁÅÔ 2^{n−log2(2m)} − 1 = 2^n=(2m) − 1, ÐÏÜÔÏÍÕ Œ ÓÉÌÕ ÌÅÍÍÙ 2 ÏÎÏ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÒÅÛÅÎÉÊ ÄÌÑ J_m É ÔÉÐÏŒ G_1; : : : ;G_m. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÆÉÎÉÔÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ B_1; : : : ;B_m, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ Kf(J_m(B_1; : : : ;B_m)) ⩾ n − log_2(2m) (É |ffl[B_i]| = 2 ÄÌÑ i ∈ {1; : : : ; m}).

ðÏÓËÏÌØËÕ ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ G_i ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁÔØ ÅÇÏ ÎÏÍÅ- ÒÏÍ, Kf(B_i) ⩽ log_2 |G_i| + C^′ = n + C^′, ÇÄÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ C^′ ÚÁŒÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÓÐÏÓÏÂÁ ÏÐÉÓÁÎÉÑ.

ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÚÁÄÁÞÉ A_1; : : : ;A_k ÒÁŒÅÎÓÔŒÁÍÉ A_i = fi_i(B_1; : : : ;B_m). åÓÌÉ fi_i ≠ ⊥, ÔÏ {0}×ffl[B_m] ⊆ ffl[A_i]. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, Kf ( ⋀ Ø[A_i]≠∅

A_i ) ⩽ Kf(B_m) + C^{′′} ⩽ n + C, ÇÄÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ C^{′′} É C ÚÁŒÉÓÑÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÆÏÒ- ÍÕÌÙ ^ É ŒÙÂÏÒÁ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÓÐÏÓÏÂÁ ÏÐÉÓÁÎÉÑ.

ðÏÓËÏÌØËÕ ÆÏÒÍÕÌÁ ^(fi_1; : : : ;fi_k) → J_m ÉÎÔÕÉÃÉÏÎÉÓÔÓËÉ ŒÙŒÏÄÉ- ÍÁ, ÏÎÁ ÆÉÎÉÔÎÏ ÏÂÝÅÚÎÁÞÉÍÁ, É ÐÒÉ ÉÚŒÅÓÔÎÙÈ ÔÉÐÁÈ ÏÂÝÅÅ ÒÅÛÅ- ÎÉÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÁÊÄÅÎÏ ÐÅÒÅÂÏÒÏÍ. ðÏÜÔÏÍÕ Kf(J_m(B_1; : : : ;B_m)) ⩽ Kf(^(fi_1(B_1; : : : ;B_m); : : : ; fi_k(B_1; : : : ;B_m))) + C_^, ÇÄÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ ó_^ ÚÁ- ŒÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÆÏÒÍÕÌÙ ^ É ŒÙÂÏÒÁ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÓÐÏÓÏÂÁ ÏÐÉÓÁ-

ÎÉÑ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Kf(^(A_1; : : : ;A_k)) ⩾ Kf(J_m(B_1; : : : ;B_m)) − C_^ ⩾ n − log_2(2m) − C_^ ⩾ n − C.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ÆÉÎÉÔÎÙÈ ÚÁÄÁÞ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÑ ÆÏÒÍÕÌ ÐÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÐÏÒÏÖÄÁÅÍÙÈ ÉÍÉ ÚÁÄÁÞ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÁÑ ÐÏÓÔÒÏÅÎ- ÎÏÊ Œ [3]. á ÉÍÅÎÎÏ, Ó ËÁÖÄÏÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ^(t_1; : : : ;t_k) ÓŒÑÖÅÍ ÆÕÎËÃÉÀ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ kf_^:

kf_^(n) = max { Kf(^(A_1; : : : ;A_k)) | | (∃i ffl[Ai] ≠ ∅) ⇒ Kf ( ⋀ Ø[A_i]≠∅

A_i ) ⩽ n } :

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2.

åÓÌÉ ^ ÎÅ ŒÙŒÏÄÉÔÓÑ Œ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ÌÏÇÉËÅ, ÔÏ kf_^(n) = ∞ ÐÒÉ ÄÏ- ÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ n.

åÓÌÉ ^ ŒÙŒÏÄÉÔÓÑ Œ J, ÔÏ kf_^(n) = O(1).

åÓÌÉ ^ ÎÅ ŒÙŒÏÄÉÔÓÑ Œ J, ÎÏ ŒÙŒÏÄÉÔÓÑ Œ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ÌÏÇÉËÅ, ÔÏ kf_^(n) = n + O(1).

áŒÔÏÒ ÂÌÁÇÏÄÁÒÅÎ ÓŒÏÅÍÕ ÎÁÕÞÎÏÍÕ ÒÕËÏŒÏÄÉÔÅÌÀ î. ë. œÅÒÅÝÁ- ÇÉÎÕ ÚÁ ÐÏÓÔÁÎÏŒËÕ ÚÁÄÁÞÉ É ÐÏÓÔÏÑÎÎÕÀ ÐÏÍÏÝØ Œ ÒÁÂÏÔÅ, É ÐÒÉ- ÚÎÁÔÅÌÅÎ áÎ. á. íÕÞÎÉËÕ É á. è. ûÅÎÀ ÚÁ ÍÎÏÇÏÞÉÓÌÅÎÎÙÅ ÐÏÌÅÚÎÙÅ ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÑ. áÎ. á. íÕÞÎÉË ÐÒÏÞÉÔÁÌ ÔÅËÓÔ É ÓÄÅÌÁÌ ÍÎÏÇÏ ÃÅÎÎÙÈ ÚÁÍÅÞÁÎÉÊ. ðÒÅÄŒÁÒÉÔÅÌØÎÙÊ ŒÁÒÉÁÎÔ ÓÔÁÔØÉ ÂÙÌ ÄÅÐÏÎÉÒÏŒÁÎ Œ œéîéôé ([11]).

ìÉÔÅÒÁÔÕÒÁ

[1] Kolmogoroff A. Zur Deutung der intuitionistishen Logik // Mathematische Zeitschrift. 1932. Bd. 35. H. 1. S. 58{65.

[2] œÅÒÅÝÁÇÉÎ î. ë., óËŒÏÒÃÏŒ ä. ð., óËŒÏÒÃÏŒÁ å. ú., þÅÒ- ÎÏŒ á. œ. œÁÒÉÁÎÔÙ ÐÏÎÑÔÉÑ ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÏÓÔÉ ÄÌÑ ÐÒÏÐÏÚÉÃÉÏ- ÎÁÌØÎÙÈ ÆÏÒÍÕÌ, ÐÒÉŒÏÄÑÝÉÅ Ë ÌÏÇÉËÅ ÓÌÁÂÏÇÏ ÚÁËÏÎÁ ÉÓËÌÀÞ-ÅÎ- ÎÏÇÏ ÔÒÅÔØÅÇÏ // íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÁÑ ÌÏÇÉËÁ É ÁÌÇÅÂÒÁ. ôÒÕÄÙ íÁÔÅ- ÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÉÎÓÔÉÔÕÔÁ ÉÍ. œ. á. óÔÅËÌÏŒÁ. 2003. ô. 242. C. 77{97.

[3] þÅÒÎÏŒ á. œ. óÌÏÖÎÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÈ ËÁË ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÒÏÐÏÚÉÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÆÏÒÍÕÌ // íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÚÁÍÅÔËÉ. 2004. œ ÐÅÞÁÔÉ.

[4] íÅÄŒÅÄÅŒ à. ô. æÉÎÉÔÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ // äÏËÌÁÄÙ áî óóóò. 1962.

ô. 142. Ć. 5. ó. 1015{1018.

[5] íÅÄŒÅÄÅŒ à. ô. ïÂ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ ÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÆÏÒÍÕÌ ÐÏÓÒÅÄ- ÓÔŒÏÍ ÆÉÎÉÔÎÙÈ ÚÁÄÁÞ // äÏËÌÁÄÙ áî óóóò. 1966. ô. 169. Ć 1. ó. 20{24.

[6] ðÌÉÓËÏ œ. å. ï ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÙÈ ÐÒÅÄÉËÁÔÎÙÈ ÆÏÒÍÕÌÁÈ // äÏËÌÁ- ÄÙ áî óóóò. 1973, Ô. 212, ŒÙÐ. 3, Ó. 553{556.

[7] íÁËÓÉÍÏŒÁ ì. ì., óËŒÏÒÃÏŒ ä. ð., ûÅÈÔÍÁÎ œ. â. îÅŒÏÚ- ÍÏÖÎÏÓÔØ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÁËÓÉÏÍÁÔÉÚÁÃÉÉ ÌÏÇÉËÉ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÚÁÄÁÞ íÅÄ- ŒÅÄÅŒÁ // äÏËÌÁÄÙ áî óóóò. 1979. ô. 245, Ć 5, ó. 1051{1054.

[8] ñÎËÏŒ œ. á. ïÂ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÉ ÓÌÁÂÏÇÏ ÚÁËÏÎÁ ÉÓËÌÀÞ-ÅÎÎÏÇÏ ÔÒÅ- ÔØÅÇÏ // éÚŒÅÓÔÉÑ áî óóóò. óÅÒ. ÍÁÔÅÍ.. 1968. ô. 32. Ć 5. ó. 1044{1051.

[9] Shen A., Vereshchagin N. Logical operations and Kolmogorov complexity // Theoretical Computer Science. 2002. V. 271. P. 125{ 129.

[10] ëÏÌÍÏÇÏÒÏŒ á. î. ôÒÉ ÐÏÄÈÏÄÁ Ë ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÐÏÎÑÔÉÑ "ËÏ- ÌÉÞÅÓÔŒÏ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ\// ðÒÏÂÌÅÍÙ ÐÅÒÅÄÁÞÉ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ. 1965. ô. 1. Ć 1. ó. 3{11.

[11] þÅÒÎÏŒ á. œ. æÉÎÉÔÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ É ÌÏÇÉËÁ ÓÌÁÂÏÇÏ ÚÁËÏÎÁ ÉÓËÌÀ- Þ-ÅÎÎÏÇÏ ÔÒÅÔØÅÇÏ. í.: íçõ, 2003. äÅÐ. Œ œéîéôé 03.07.2003, Ć 1263-œ2003, 15 Ó.