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完全 Π2正则半群环的单位元
杨 海 宣

(天津商学院 基础部, 天津　300400)

摘 要: 一个完全[02]单半群S 具有如下性质:若 0≠ e∈E (S ) , a∈S 且 ea≠ 0,则存在 f ∈E (S )

使得 a = f ea. 本文利用完全[02]单半群的这一性质以及[02]单的完全 Π2正则半群必是完全[02]

单的这一事实,考察了完全 Π2正则半群环的单位元,最终得到如下结果:设 S 是完全 Π2正则半群,

则 R S 含单位元当且仅当R〈E (S )〉含单位元,且存在E (S ) 的一个有限子集U ,使得S = SU = U S.

另得到一个关于完全[02]单半群的一个等价描述:一个[02]单半群 S 是完全[02]单的当且仅当 S

是左 Π2正则的且 S 包含一个非零幂等元.
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Pon izovsk ii[ 1 ] 提出下面的问题:

问题 1什么样的半群环是有单位元的环?

李方[ 2 ] 研究了纯正半群环的单位元存在性问题,宋光天[ 3 ] 对纯正半群环的单位元存在性

问题也进行了研究,得到了一个充要条件. 宋光天[ 4 ] 中又考虑完全 02单半群半格的情形. 杨海

宣[ 5 ] 中考虑了 F IC 半群的情形. 杨海宣等[ 6 ] 中首次考虑到一类非正则的半群环 (幂等元为带

的周期半群环) 的单位元存在性问题. 显然,完全02单半群的半格和周期半群都是完全Π2正则
半群,因而本文的结论是文[4 ] 与文[6 ] 的共同推广.

一个半群 S 称为是完全Π2正则的,如果对每一个 a ∈S ,都存在一个 n ∈N ,使得 an是群

元.

在本文中,符号: ûM û ,集合M 的势; E (S ) ,半群S 的幂等元集; R [S ],半群S 在环R 上的半

群环; R S ,半群 S 在环R 上的简约半群环; IRS ,简约半群环R S 的单位元 (如果R S 含单位元) ;

〈X 〉, 由一个半群的子集X 生成的子半群; supp (A ) = {s∈S∶rs≠ 0},其中 0≠A = ∑rss∈

R S , s∈ S , rs ∈R.

文中未声明的符号和概念,参见[1 ], [ 7 ].

R [S ] 含单位元当且仅当 R S 与R 均含单位元;若R S 含单位元,则R 含单位元[ 1 ]. 所以总

假设系数环R 均含单位元,而且仅讨论R S 的情况.

引理 1[ 1 ]　设R 是环, S 是半群,若R S 含单位元,则存在有限集U Α E (S ) ,使得 S = U S

= SU.

半群同态 7 ∶S → S öΘ; s→ s诱导一个满的环同态

7 ∶R S →R (S öΘ) ;∑rss→∑rss.

第 37卷第 2期
2001年 4月

兰 州 大 学 学 报 ( 自 然 科 学 版 )
Jou rnal of L anzhou U niversity (N atu ral Sciences)

V o l. 37 N o. 2
A p r. 2001

© 1995-2004 Tsinghua Tongfang Optical Disc Co., Ltd.   All rights reserved.



因此有下面的引理.

引理 2　若R S 有单位元 I ,则R (S öΘ) 有单位元 I = 7 ( I ).

引理 3[ 7 ]　设 S 是半群, 0∈ S , K 是 S 的 02极小理想,则 K 2 = {0},或 K 是 02单半群.

引理 4[ 7 ]　设 S 是半群, K 是 S 的极小理想,则 K 是单半群.

引理 5　若R〈E (S )〉含单位元,且存在 E (S ) 的一个有限子集U 使得 S = U S = SU ,则

R S 含单位元,且 IR S = IR〈E (S )〉.

证明　设R〈E (S )〉的单位元 J = IR〈E (S )〉= ∑
n

i= 1
r ibi, r i∈R , bi∈〈E (S )〉. 由 S = SU 知

对任意 s∈S ,存在 e∈U , s′∈S ,使得 s = s′e. 因而 sI = s′eI = s′(eI ) = s′e = s. 同理可证 I s

= s,所以 I 是R S 的单位元.

引理 6[ 8 ]　一个[02] 单半群 S 是完全[02] 单半群当且仅当 S 是完全 Π2正则的.

引理 7　设 S 是一个完全 Π2正则半群,若R S 含单位元,则R〈E (S )〉含单位元.

证明　假设集合A = {T∶T 是完全 Π2正则半群, R T 含单位元,但 R〈E (T )〉不含单位

元}≠ 0,由此推出矛盾.

令B = {û supp ( IR T ) û∶T ∈A },则B 必存在最小元 k ,设L ∈A 使 û supp ( IRL ) û = k.

令L 1 =〈supp ( IRL )〉∪ {a ra , (a ra ) - 1∶a∈〈supp ( IRL )〉},其中 ra是最小的正整数使得 a ra

为群元, (a ra ) - 1 为 a ra 的群逆

L 2 =〈L 1〉∪ {a ra , (a ra ) - 1∶a ∈L 1};

�
L n =〈L n- 1〉∪ {a ra , (a ra ) - 1∶a ∈L n- 1};

S = ∪
∞

i= 1
L i,

则 S 是L 的一个完全 Π2正则子半群,并且 S ∈A , û supp ( IR S ) û = k.

令C = {D∶D 是 S 的理想,D ∩ supp ( IRS ) = Á }.

若C ≠ Á ,则由佐恩引理知必存在极大元,设M 为C 的极大元. 令

S 1 =
S ,

S öM ,
　

C = Á ;

C ≠ Á .

由引理 2 及引理 5 知 S 1 ∈ A , 且 û supp ( IR S 1
) û = k. 设 IR S 1 = ∑

n

i= 1

r ibi + ∑
m

j = 1

r′jsj , bi ∈

〈E (S 1)〉, r i∈R , i = 1, 2, 3,⋯, n; sj | 〈E (S 1)〉, r j′∈R , j = 1, 2,⋯,m. 由S 1的定义知,对于

S 1 的任一非 0理想D ,均有D ∩ supp ( IR S 1
) ≠ Á . 由引理 2 知 R (S 1öD ) 的单位元 IR (S 1öD ) =

∑
n

i= 1
r ibi + ∑

m

j= 1
r′jsj , 因而 û supp ( IR (S 1öD ) ) û < k. 由假设和引理 5 知 R〈E (S 1öD )〉含单位元, 且

IR (S 1öD ) = IR〈E (S 1öD )〉. 因而 IR (S 1öD ) = ∑
n

i= 1
r ibi,故 sj ∈D ( j = 1, 2,⋯, n). 这样 S 1的所有非 0理想

的交 K 非平凡. 因而 K 是 02极小理想或极小理想. 由引理 3和引理 4知 K 2 = {0},或 K 是 02
单的,或 K 是单的,且 sj ∈ K ( j = 1, 2,⋯,m ).

任取 e∈ E (S 1) ,若 e (∑
m

i= 1

e′jsj ) ≠ 0,则由 eIR S 1 = e = e (∑
n

i= 1

r ibi) + e (∑
m

j = 1

r′jsj ) ,知存在 sj ,
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使得 0≠ esj ∈ supp [e (∑
n

i= 1
r ibi) - e ],因而 0≠ esj ∈〈E (S 1)〉∩ K.

因为对于任意的 a ∈〈E (S 1)〉, 都有V (a) Α〈E (S 1)〉所以由 S 1 的定义知 S 1 = K ∪

〈E (S 1〉. 现在分以下两种情况考虑:

(1) 若 K 2 = {0}, 则〈E (S 1)〉esj〈E (S 1)〉是 S 1 的一个理想 (由 S 1 = K ∪〈E (S 1)〉) , 且

〈E (S 1)〉esj〈E (S 1)〉Α K (由 esj ∈〈E (S 1)〉∩ K ). 由引理 1,有

0≠ esj ∈〈E (S 1)〉esj〈E (S 1)〉,

所以〈E (S 1)〉esj〈E (S 1)〉= K (由 K 是 02 极小理想或极小理想 ). 这样 sj ∈ K =

〈E (S 1)〉esj〈E (S 1)〉Α〈E (S 1)〉(由 esj ∈〈E (S 1)〉∩ K ) ,这与 s j | 〈E (S 1)〉的假设矛盾.

(2) 若 K 是 02单的或 K 是单的,则由 K 也是完全Π2正则半群与引理 6知 K 是完全[02]

单半群. 令 (esj )′∈V (esj ) , g = (esj ) (esj )′e,则 g ∈ E (K ) 且 g sj = (esj ) (esj )′esj ∈ K. 由下面

的引理 8知存在 f ∈ E (K ) ,使得 sj = f g sj = f (esj ) ∈〈E (S 1)〉这与 sj | 〈E (S 1)〉的假设矛

盾.

所以 e (∑
m

j= 1
r′jsj ) ≠ 0的假设是错误的. 这样对于每个 e∈ E (S 1) ,都有 e (∑

m

j= 1
r′j sj ) = 0. 再

由 e = eIR S 1 = e (∑
n

i= 1
r ibi) + e (∑

m

j = 1
r′jsj ) = e (∑

n

i= 1
r isi) ,有 e (∑

n

i= 1
r ibi) = e. 同理可证 (∑

n

i= 1
ribi) e =

e. 因而∑
n

i= 1
ribi 是R〈E (S 1)〉的单位元,这与 S 1 ∈A 矛盾. 所以A = Á .

引理 8　设S = M [ 0 ] (G; I , +; P ) 是一个完全[02]单半群, 0≠ e∈ E (S ). 若 ea≠ 0,则存

在 f ∈ E (S ) 使得 a = f ea.

证明　令 e = (p - 1
Κi

, i, Κ) , a = (g , j , Λ). 由 ea ≠ 0,知 p Κj ≠ 0,令 f = (p - 1
Κj , j , Κ) ,则

f ea = (p - 1
Κj , j , Κ) ea = (p - 1

Κj , j , Κ) (p - 1
Κi p Κjg , i, Λ) = (p - 1

Κj p Κip
- 1
Κi p Κjg , j , u ) = (g , j , Λ) = a.

由引理 1、引理 5、引理 7知

定理 9　设 S 是完全 Π2正则半群,则R S 含单位元当且仅当 R〈E (S )〉含单位元,且存在

E (S ) 的一个有限子集U ,使得 S = U S = SU.

在引理 7的证明过程中,引理 6起到了关键的作用,下面给出引理 6的等价描述.

一个半群S 称为是左Π2正则的,如果对每一个a∈S ,都存在一个n∈N ,使得an∈S an+ 1.

显然一个完全 Π2正则半群一定是左 Π2正则的. 则有

定理 10　一个[02] 单半群 S 是完全[02]单的当且仅当S 是左Π2正则的且 S 含一个非 0

的幂等元.

证明　设 S 是[02]单的且 S 是左 Π2正则的. 设 0≠ e∈ E (S ) ,将证明 e是本原的. 假设

f ∈ E (S ) 且 ef = f e = f ≠ 0. 由 S 的单性知存在 h′, k′∈ S ,使得 e = h′f k′. 令 h = eh′f , k

= f k′e,则 eh = h = hf = hf e = he. 因而

e = h′f k′= (eh′f ) (f k′e) = hk = hek = h 2ek 2 = h 2k 2 = ⋯ = h rk r.

因为 S 是左 Π2正则的,所以存在 x ∈ S , n ∈N 使得 hn = x hn+ 1. 有

e = hnk n = x hn+ 1k n = (x h ) e = x (he) = x h ,

f = ef = (x h ) f = x (hf ) = x h = e.
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所以 e是本原的,因而 S 是完全[02] 单的.

若S 是完全[02]单的,则显然S 是完全Π2正则的,因而是左Π2正则的,且包含非0幂等元.

证毕.
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The Iden tity of Com pletely Π-Regular Sem igroup R ings

Y ang H a ix uan

(D epartm en t of Basic Courses, T ian jin Co llege of Comm erce, T ian jin, 300400, Ch ina)

Abstract: A com p letely [02] sim p le sem igroup S has the fo llow ing p roperty: If 0≠e∈E (S ) ,

a ∈S , ea≠ 0, then there ex sits f ∈E (S ) such tha t a = f ea . T h is p roperty and the p roperty

tha t a [02] sim p le com p letely Π2regu lar sem igroup m u st be com p letely[02]sim p le are u sed in

invest iga t ing the iden t it ies of com p letely Π2regu lar sem igroup rings, and the fo llow ing resu lt

is ob ta ined; L et S be a com p letely Π2regu lar sem igroup , then R S is a ring w ith iden t ity if and

on ly if R〈E (S )〉is a ring w ith iden t ity, and there ex ists a fin ite sub setU of E (S ) such tha t S

= SU = U S , w here〈E (S )〉deno tes the sub sem igroup genera ted by the set E (S ) .

M o reover, an equ iva len t descrip t ion on a com p letely [ 02] sim p le sem igroup is ob ta ined: A

[02] sim p le sem igroup S is com p letely [ 02] sim p le if and on ly if S is lef t Π2regu lar and S

con ta in s a non2zero idem po ten t.

Key words: sem igroup ring; com p letely Π2regu lar sem igroup; left Π2regu lar sem igroup

M R (1991) Subject Cla ssf ica tion: 20M 10
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